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COHOMOLOGIE DE DE RHAM ENTIÈRE
VINCENT FRANJOU
Résumé. On dérit la suite spetrale de Bokstein issue du omplexe de de
Rham sur les entiers. L'isomorphisme de Cartier intervient omme un endomor-
phisme du omplexe de de Rham modulo p qui identie les pages suessives
de la suite spetrale de Bokstein. On en déduit la ohomologie de de Rham
entière des espaes anes.
Pour un anneau ommutatif A, on note Ω1A le module des formes diérentielles
absolues de degré 1 de A, et on note Ω∗A = Λ
∗
A(Ω
1
A) son algèbre extérieure sur A.
Dans l'anneau gradué Ω∗A, on dénit de la manière usuelle une dérivation d de
degré 1 et de arré nul. On obtient ainsi le omplexe de de Rham de A. Cette note
étudie le as élémentaire où l'anneau A est un anneau de polynmes à oeients
entiers, la diérentielle d étant alors donnée par la dérivation des polynmes. An
de mettre en exergue les propriétés de naturalité, on onsidère l'anneau A omme
l'algèbre symétrique sur un groupe abélien libre de rang ni L, graduée par le
degré polynmial :
A = S∗(L) =
⊕
d≥0
Sd(L)
(Sd(L) est formé des orbites de L⊗d sous l'ation de permutation des d fateurs).
Désignant par Λi(L) la i-ième puissane extérieure du groupe abélien L, on a :
ΩiA = A⊗ Λ
iL. Posant :
(ΩiA)n = S
n−i(L)⊗ Λi(L) =: Ωin(L) ,
on voit que le omplexe de de Rham est lui-même gradué. Les propriétés de
naturalité de sa diérentielle d permettent de le onsidérer omme un omplexe
de fonteurs de L. On oublie don la mention du groupe abélien libre L, et la
notation Ω⋆n désigne dans la suite le omplexe de fonteurs donné par le omplexe
de de Rham en degré total n :
Ω⋆n : S
n d // Sn−1 ⊗ Λ1
d // · · · Sn−i ⊗ Λi
d // · · ·
d // Λn
d // 0
d // 0 · · · .
On note Hi(Ω⋆n) le groupe de ohomologie orrespondant ('est un fonteur de
L).
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Le fait que la ohomologie de de Rham de l'espae ane ainsi dénie soit non
nulle est un phénomène bien onnu, étudié dans une note de Pierre Cartier [1℄. Ce
phénomène est à la base de travaux sur la suite spetrale de Hodge vers de Rham
[2℄. Il permet aussi d'eetuer eaement des aluls de ohomologie des fon-
teurs [3℄. Ces travaux omettent pourtant de signaler le alul de la ohomologie
de de Rham dans le as des entiers, e qui donne prétexte à ette note.
Proposition 1. La ohomologie de de Rham de degré total n est un groupe ni
annulé par n.
Démonstration. L'algèbre graduée Ω∗ est aussi muni d'une diérentielle de Koszul
κ, qui est une dérivation naturelle envoyant les polynmes sur 0, et une forme
diérentielle de degré 1, dx, sur le polynme x. Elle est liée à la diérentielle de
de Rham d par la formule d'Euler : dκ+ κd = n. Le résultat en déoule.
Puisque la ohomologie de de Rham est un groupe de torsion, elle est détermi-
mée, en tant que groupe abélien, par la suite spetrale de Bokstein du omplexe
de de Rham pour haque nombre premier p. Soit p un nombre premier. Pour
obtenir la suite spetrale de Bokstein, on onsidère la suite exate ourte de
omplexes :
0→ Ω⋆n → Ω
⋆
n → Ω
⋆
n ⊗ Z/pZ→ 0 ,
induite par la multipliation par p. Elle engendre un ouple exat
H(Ω⋆n)
p
// H(Ω⋆n)
xxppp
pp
pp
pp
pp
H(Ω⋆n ⊗ Z/p)
∂
ffNNNNNNNNNNN
dont les ouples dérivés fournissent les pages suessives de la suite spetrale de
Bokstein.
Choisissons une base de Ω11. Le remplaement des variables par leur puissane
p-ième permet de dénir un morphisme de omplexes F (non naturel), qui envoie
x sur xp et dx sur pxp−1dx. On l'appellera Frobenius.
Proposition 2. Soit p un nombre premier. Le Frobenius induit une appliation
naturelle :
F∗ : H
i(Ω⋆n)→ H
i(Ω⋆pn) .
On dénit aussi un endomorphisme de l'algèbre Ω (non naturel) qui envoie
x sur xp et dx sur xp−1dx. Il dénit un morphisme d'algèbres C−1, naturel, de
Ω⊗ Z/p vers H(Ω⋆ ⊗ Z/p), qui est un isomorphisme [1℄. C'est son isomorphisme
réiproque que l'on appelle isomorphisme de Cartier.
Théorème 3. Soit p un nombre premier. La suite spetrale de Bokstein du om-
plexe de de Rham est stationnaire, haque page s'identiant, par l'isomorphisme
de Cartier, au omplexe de de Rham sur le orps à p éléments.
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Démonstration. La diérentielle d1 de la première page s'obtient en omposant
le onnetant ∂ et la redution mod. p. Pour l'identier, un alul en bas degré
sut. Alternativement, on peut s'aider d'une base de Ω11 pour eetuer le alul
suivant. Considérons une forme ω = Pdx1 . . . dxi dans Ω
i
, et notons la rédution
mod. p par une barre. Par dénition, C−1(ω) est la lasse de ohomologie de la
rédution mod. p de F (ω)
pi
. On a don :
∂C−1(ω) = ∂[
F (ω)
pi
] = [
dF (ω)
pi+1
]
dont la rédution mod. p n'est autre que C−1(dω). La première page de la suite
spetrale de Bokstein est don le omplexe de de Rham modulo p.
Pour les autres pages, on a le résultat suivant :
Proposition 4. Le Frobenius induit un morphisme du ouple exat de Bokstein
sur son ouple dérivé :
H(Ω⋆)
p
//
F∗

H(Ω⋆)
F∗

{{ww
ww
ww
ww
w
E1
∂
ccGGGGGGGGG

pH(Ω⋆) // pH(Ω⋆)
{{ww
ww
ww
ww
w
E2
∂
ccGGGGGGGGG
.
Le morphisme H(Ω⋆/pΩ⋆) = E1 → E2 est un isomorphisme induit par l'isomor-
phisme C−1 : Ωn ⊗ Z/pZ→ H(Ω
⋆
pn ⊗ Z/pZ).
La seule hose qui mérite une vériation est que l'image de F∗ est divisible par
p. Prenons don un oyle ω dans Ωn. Comme nω est un obord (proposition
1), 'est aussi le as de F (nω). Il en résulte que
F (nω)
np
est un oyle de Ωnp.
Théorème 5. Le Frobenius F∗ est un isomorphisme de la omposante p-primaire
de Hi(Ω⋆n) sur la omposante p-primaire de pH
i(Ω⋆pn).
En eet, le diagramme i-dessus est un morphisme de suites exates longues. La
suite exate des noyaux dit que la multipliation par p est un isomorphisme du
noyau de F∗ sur lui-même. Comme e noyau est un groupe ni, le résultat en
déoule.
En fait, la onnaissane de la suite spetrale de Bokstein permet le alul
suivant :
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Théorème 6. Soit p un nombre premier. Le terme pk−1Hi(Ω⋆n)/p
kHi(Ω⋆n) du
gradué de la ltration p-adique de la ohomologie de de Rham de degré total n est
naturellement isomorphe aux oyles dans Ω in/pk ⊗ Z/pZ, si i > 0 et 0 < k ≤
νp(n), et il est nul sinon.
Ce résultat se démontre par une double réurrene desendante sur k et i, en
utilisant les suites exates :
0→ pk−1Hi(Ω⋆n)/p
kHi(Ω⋆n)→ E
i
k
∂ // pk−1Hi+1(Ω⋆n)
et l'identiation de la page Ek ave le omplexe de de Rham
Ek ∼= Ωn/pk ⊗ Z/pZ , 0 < k ≤ νp(n) .
Exemple. En degré total 4, la ohomologie de de Rham est nulle sauf en degré
ohomologique 1 et 2. Le théorème préédent donne : H2(Ω4) ∼= Λ2/2 omme
fonteur de L. Le terme H1 est plus intéressant. Modulo 2, il est égal au Z/2Z-
vetoriel des oyles dans Ω12 ⊗ Z/2Z, qui n'est autre que la seonde puissane
divisée Γ2 modulo 2. On a don une extension de fonteurs :
0→ S1/2→ H1(Ω4)→ Γ
2/2→ 0
qui fait apparaître H1(Ω4) omme une variante des veteurs de Witt de longueur
2. En fait, ette extension représente la seule lasse d'extensions de fonteurs non
sindée entre Γ2/2 et S1/2 [3, paragraphe 9.3℄.
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Integral de Rham Cohomology
Abstrat. The Cartier isomorphism allows a nie desription of the Bok-
stein spetral sequene of the de Rham omplex over the integers. It is used
to ompute the integral de Rham ohomology of ane spaes.
For a nite rank free abelian group L, let Sj(L) and Λi(L) respetively denote
the j-th symmetri and i-th exterior power of L. The de Rham omplex in total
degree n is the omplex:
Ω⋆n : S
n d // Sn−1 ⊗ Λ1
d // · · · Sn−i ⊗ Λi
d // · · ·
d // Λn
d // 0
d // 0 · · ·
whose dierential d is the derivative of polynomials. The purpose of this note is
to desribe its ohomology.
Proposition. Every de Rham ohomology lass in total degree n is annihilated
by n.
One way to prove that the de Rham ohomology of the ane spae over a har-
ateristi zero eld anels is to use the Koszul dierential κ as a ontrating
homotopy. Over the integers, the formula dκ + κd = n only gives the above
proposition.
The de Rham ohomology being a nite torsion group, we determine it by
omputing the Bokstein spetral sequene of the de Rham omplex at eah
prime.
Proposition. Let p be a prime. The Frobenius map F∗ indues a morphism
from the Bokstein exat ouple to its derived ouple. The map E1 → E2 is an
isomorphism, whih is indued by the Cartier isomorphism C−1 : Ωn ⊗ Z/pZ→
H(Ω⋆pn⊗Z/pZ). The map F∗ : H
i(Ω⋆n)→ pH
i(Ω⋆pn) yields an isomorphism between
the p-primary parts.
It is amusing to note that the Bokstein spetral sequene is stationary but it
is not trivial:
Theorem. Eah page of the Bokstein spetral sequene of the de Rham omplex
is isomorphi to the de Rham omplex over the prime eld.
Theorem. Let p be a prime. The de Rham ohomology in total degree n has a
p-adi ltration whose fator pk−1Hi(Ω⋆n)/p
kHi(Ω⋆n) is naturally isomorphi to the
oyles in Ω i
n/pk
⊗ Z/pZ, if i > 0 and 0 < k ≤ νp(n), and else it vanishes.
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